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摘要: 考虑非定常的 Prandtl方程 U( t, x ) = x mU 1( t, x ) , 且 m 1, 0 ! x< L 的特殊情况,在本文的条件下,所研究的方程
具有奇性.首先利用 Crocco变换把 Prandtl方程变换成一个关于 w 的方程,然后将其正则化,借助于正则化以后的方程得
到 w (正则化后方程的解)及其各种一阶导数的估计. 利用得到的各种估计通过取极限得到了 Crocco 变换后方程解的存
在惟一性.最后返回边界层, 得到 P randtl方程全局解的存在惟一性.
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1 主要结论
考虑下列非定常的 Prandtl方程:
ut + uu x + vuy = uyy + Ut + UU x
ux + v y = 0
(1)
在区域 D = {0 < t < T , 0 < x < L, 0 < y < ∀ } 上
的初边值条件为:
u( 0, x , y) = u0( x , y ) , u( t , 0, y ) = 0
v( t , x , 0) = v 0( t, x ) , u( t, x , 0) = 0
lim
y # ∀
u( t, x , y ) = U = x
m
U 1( t , x )
(2)
这里 m  1, U1( t, x ) > 0, UU x + U t  0, v 0( t , x ) !
0[ 1] .
应用 Crocco 变换:
= t,  = x , !=
u
U




则问题(1) ~ ( 2) 被变成下列边界层问题:
w + !Uw  + Aw !+ Bw - w 2w !! = 0,在 ∀T 上
(4)
w (0,  , !) = w 0( , !) =
u0y
U( 0, x )
, w ( ,  , 1) = 0
(5)
ww !- v 0w + ( U +
U
U
) = 0,当 != 0 (6)
其中 ∀T = { ( ,  , !) | 0 < < T , 0 <  < L , 0 < !<
1} ,
A = (1 - !2 )U + (1 - !)
U
U









这里 #> 0, h#( s) = 2
#
(1 - | s |
#
) + . 显然 h#( s) %





sh#( s) = 0.
本文中X = ( ,  , !) , dX = d d!d , ∀T = ( 0, L ) &
(0, 1) & (0, T ) , ∀0 = (0, L ) & ( 0, 1) , ∀1 = (0, L) &
(0, T ) , ∀2 = ( 0, 1) & (0, T ) .
定义 1 称 w 是式 ( 4) ~ (6) 弱解, 若 w %
BV( ∀T ) ∋ L ∀ ( ∀T ) 且满足下列条件:
( i) w ! % L 2( ∀T ) 并且存在非负常数 C 满足
C
- 1
(1 - !) ! w ! C(1 - !) , ( ,  , !) % ∀T
(9)
( ii) 对任意的 ∃% C20( ∀T ) , ∃ 0, V = w- 1满足下
面的积分不等式:
∃∀T I #( V - k) { ∃ + (!U∃)  + (A∃) !}dX +





!sgn(#( V - k) ∃+























定义 2 函数 u( t, x , y ) , v( t , x , y ) 称为非定常边
界层问题(1) ~ (2) 的解,如果 u( t, x , y )、v ( t, x , y ) 满
足以下条件:
( i) u % L ∀ (D) ∋ BV( D) , uy % L ∀ (D) ∋
BV(D) , uyy % L 2(D) ;
( ii) 存在一个常数 C > 0满足
C
- 1
U( x , t) (1 - u( t, x , y )
U( t, x )
) ! uy ( t, x , y ) !
CU( x , t ) (1 - u( t, x , y )
U( t, x )
) ;
( iii) 设 = t,  = x , != u
U




w ( ,  , !) 是方程(4) ~ (6) 在定义 1意义下的解;
( iv) v( t, x , y ) 是 D中的一个正规测度,满足
∃D [ uyy∃+ u∃t + u
2
2
∃x + (UU x + U t ) ∃-
vuy∃] dtdxdy = 0, ∃% C10( D) .
注 如果 w , w  % L 2( ∀T ) ,那么对几乎处处( t ,
x , y ) % D, ut , ux , v , v y % L 2(D) 且 u, v 满足方程(1) .
定理 1 假设 U( ,  ) , w 0( , !) , v 0( ,  ) 充分光
滑,




0 (1 - !) ! w 0 ( , !) , w 1( , !) ! C0 (1- !)
(11)
则式(4) ~ (6) 存在弱解w % BV( ∀T ) ∋ L ∀ ( ∀T ) [ 2] .
定理 2 方程( 4) ~ (6) 的解惟一.
定理 3 假设U( t , x ) , v 0( t , x ) , u0 ( x , y ) , u1( t, y )
充分光滑且满足下面的条件:




u0 ( x , y )
U(0, x )










u1( t, y )
U( t, 0)
) ! u1y ( t, y )
U( t , 0)
! C(1- u1 ( t, y )
U( t , 0)
) .
则问题(1) ~ ( 2) 存在定义 2意义下的惟一弱解.
2 定理 1的证明
为了得到问题(4) ~ (6) 的解, 我们首先是把式
(4) ~ (6) 正则化,然后取正则化以后的解 w 的极限
作为原问题的解. 为了证明 w 的紧致性, 我们需要对
w 及其导数进行一些估计.
考虑式(4) ~ ( 6) 正则化以后的问题:
w + !Uw  + Aw !+ Bw - %2( w )w !! -
%
2
( w )w   = 0,在 ∀T 上 (12)
w (0,  , !) = w 0 ( , !) , w ( , 0, !) = w 1 ( , !) ,
w ( , L, !) = w 2 ( , !) , w ( ,  , 1) = (13)
%( w ) w !- v 0 % ( w ) + ( U +
U
U
) = 0,当 != 0
(14)
其中 A , B 的表达式见式(7) , w 0 , w 1 , w 2 充分光
滑且
w 0 # w 0
w 0 | != 1 = w1 | != 1 = w 2 | != 1 =
C
- 1
0 (1 + - !) ! w 0 , w 1 , w 2 ! C0(1 + - !)
(15)
% ( w ) =
w , 当 w  &
&
2
, 当 w ! 0
(16)
假设 % ( s) % C1( R ) , 0 ! %( ( s) ! 1, &> 0.
众所周知式 (12) ~ (14) 存在惟一解 w %
C
2
( ∀T ) ∋ C3( ∀T ) [ 8] .由强极值原理可得
w  C ,
这里常数 C 与 无关.
在式(16) 选 &= C, 那么式(12) 和(14) 可变为:
w + !Uw  + Aw !+ Bw - w 2w !! - w 2 w !! = 0,
在 ∀T 上 (17)
ww !- v 0w + ( U +
U
U
) = 0,当 != 0 (18)
为了证明 w 的紧致性,我们需要下面的估计.
引理 1 问题( 17)、(18)、(13) 的解 w 满足
C
- 1
1 (1 + - !) ! w ! C1( 1+ - !) .












 ] dX ! C,
其中 C > 0与 无关, 0 < ∋< 1, #> - 1.
利用引理 2和 H lder不等式,可以得到下面的推
论.
推论 1 假设w 是问题(17)、(18)、(13) 的解,则
存在一个与 无关常数C > 0满足
∃∀T | w ! | d d d! ! C.
引理 3 问题( 17)、(18)、(13) 的解 w 满足
∃( | w | + | w  | )d d!| = t ! C,
其中 C 与 无关.
437第 3 期 徐新英等: Prandtl方程整体解的存在惟一性
利用引理 1 ~ 引理 3就可以证明正则化后的方程
(17)、(18)、(13) 解的极限(当 # 0) 就是式( 4) ~ (6)









( t , x , !) d! (19)
由 C- 1(1 - !) ! w ! C(1 - !) , U  0,有
u # U( t, x ) , y # ∀ .
由 uy = U( t, x ) w 和定理 1,可以得到
w | t= 0 = w 0 =
u0y
U
, w | != 1 = 0,
因此 u | t= 0 = u0 , u | x= 0 = u1 , u | y= 0 = 0.
通过计算还可以得到的表达式 ut , ux , uy , uyy .
然后令
v =
- ut - uux + uyy + UU x + Ut
uy
(20)
可以具体把 ut , ux , uy , uyy 代入得到 v , 再计算出




引理4 假设w 1 , w 2是方程( 4) ~ (6) 的两个解,
则





2 | ∃!!dX  0,
其中 V 1 = w - 11 , V 2 = w- 12 , ∃% C ∀0 ( ∀T ) .
利用上述引理就可以证明定理 2,然后由定理2就
可以证明问题( 1) ~ (2) 解的惟一性.
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The Existence and Uniquence of the Globle Solution to Prandtl Equation
XU Xin ying, ZH AO Jun ning*
( School of Mathmatical Science, X iamen U niversit y, X iamen 361005, China)
Abstract: The Prandtl sy st em for a non stationa ry Prandtl equation is considered in this paper. It is assumed that U( t, x , y ) =
x mU1 ( t, x ) in the nonstationary case, w her e m 1 and 0! x ! L . The aim of this article is to pro ve the ex istence and uniquence of the
globle solution to t his equat ion. But it is a singular equation in the condit ion o f t his art icle. F irstly the P randt l equation is changed to
ano ther equation o f w by Crocco transformation. Then the equation is regular ized and some estimates of w ( the solution of the regu
larlized equation) and the par tial o f w are gotten. The limit of w can be proved to be the solution o f the equation of w . L ast ly the ex
ist ence and uniquence of the g loble so lution to Prandtl equat ion is proved.
Key words: Prandtl equation; g loble solut ion
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